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ABSTRACT. Thc aim of <he paper Ls tu give a me< hod <u sulve buuíídary va[ue
prub[ems assueia<ed tu <he Helrnho[<¿. equa<ioíí aad <o the operatur of elasí city. Wc
íraíísf<,rm these problems i n prob[erns un <he boundary Y’ of an upen set of ~>. Af<er
íntroducing a syíílp[ectic furm on II’ 2(F) x II> 2(1’) we obtaia <he adjuia< uf <hehuu nd a ry o pera< ur caípluyed
Then the boundary proh[ern has a sululion if and oaly Lb <he houíidary cutid i<iuns
are orthogoaa¡. br this bilLuear furín, <o the e¡ernents uf <he kernel. in a guod spacc,
of <he adjuia< opera<ur. Wc LIlus<ra<c tbk resu[t fur a mixed problern for ihe
HeLmhultz. eq uatiua (th. II. 3) and the DirichLc< ptob[ern fur e[as<iei<y (th. [¡¡.2). boL
<here exis<s aa<ural geaeralizatiuas.
RESUME:
La résu[ution de prob[émes de condLtiuns aux YimL<es associés á des
upérateurs linéaires ‘¿e[s que Ye Laplacien, [‘opérateur de [‘é[astici’¿é peu’¿
étre remp[acée par 1’é’¿ude de problémes de transmiss¡un qui conduisent á [a
théurie du pu<entie[ ([DL.], [K Y], [NY]) et á ¡a recherche de soYutiuns
d’équations intégra[es dans des escapes de fonetions débinLes au burd dun
uuvert de 2RN. On se propuse ici de présenter daas un cadre généra[ une
mé’¿hude de dua[ité que ¡‘un app[Lque á que[ques exemples représentatifs. SL
A désLgne un espace de Banach réflexif de dual A’, un introduit un produi<
symp¡ectLque sur Xx A’, auquel un assucie ¡‘adjoint d’ua opéra’¿eur ainsL que
[‘urthogonal d’un ensemble (§ [).
Puis. pour Y’opéra<eur de He[rnhultz. un débinit un opérateur 5 sur
H’ 2([’)x FI (F) U bord d’un uuvert de ~‘, e< un dé<ermine ¡‘adjoiat
symplectique de [±5 et 1 —S, gráce á [a furmu[e de Green; puis un étab¡it un
théuréme d’exis’¿ence de sutu’¿Luns d’un prubléme mélé assucié á [‘équa<iunde
1991 Ma< henía< ics Síí hjec< ( lassi Iica< Loo: 35.!<>5.
Edi<orial de la 11 o¡xcrsidad (.omplu<eosc. Madrid. 1991,
http://dx.doi.org/10.5209/rev_REMA.1991.v4.n2.17984
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He[mhuY<í (<h. [1.3). Qn présente un résul’¿a’¿ plus c[assique pour [‘upérateur
de [‘élas’¿icitédans le cas du prubléme de Dirich[et Ok [¡.2). On retruuve des
résul<ats cunnus ([Nf], [DL]> e’¿ un Yes é’¿end á d’autres situations [14.
Y. UN TY-IEOREME ABSTRATT:
Soil A un espace de Banach réflexLb de dual A’, oú <. ,.> désigne [e
produLt de dua[ité. Qn in’¿ruduit [e débLnitLun suivante:
I)éftnition 1.1:
Qn appehhe proc/uií s í’níphecíiq¿¡c’ s¿tr Xx A’ ha jbrnzc’ bihinéctire:
(x, /) x (gr. í) e(XX A’) x (AV A) — fi ((x, /Y (gj)) = <x, g>—<í’, />
[)éfinition Y.2:
Soil ¡VI ¡m saus—ensemble’ de Xx A’: on appehhe oríitagonat sjnuphc’ctic,uue
de 44 el oit toíe Al’~ he sous—ensenzbhc’ cte A’ x A qui vérifie:
Al- ={(g, v)cX’xX / B«x.fl, (g, y»=O y (x,/)e 44$
Remarque: SL A’e X’x A’ un défini< sun urthugona[ dans Xx X’par
¡VV:. {y, .f) e Xx A’ ¡ 8< ((g. y’), ES~ .f)) = 8 ((x, fl, (g, y)) =0 y (g, y) éNI.
On motítre alors [8] les résul’¿ats suLvants:
puur tuot Alc Xx A’ 44’I. est un suos-espace vec’¿uriel fermé de X’x A; si Al
es< un sous-espace vecturie[ de Xx A’ a[ors (M’>)”~ Al, et vau’¿ 44 sL 44 est
fertué.
Si A désigne une app[icatiun [inéaLrede dumaine 13 (A)c Xx A’ dans
Xx A’. un défiui’¿ l’application adjoLnte symplectique de la baqun suLvante:
1)éfLn¡tion 1.3:
Qn appc//e acljainí sunzphecíique de A e’, oit note A * / ‘apphiaíioít cte
c/ofliai/-Ie
¡‘3 (A~) — ¡(gr y) e XV A: 1 <7>0 1 fi (A(x, /). (g ji) I~ <711 Cv. f) II
y(x;J)eD(A)}
Cine ti uét/uí,cle ¡‘utégrale cíe flauítiére. A ppljúctt¡a/u aí, Laplacictí e; ~ 1 élasac ‘¡e 267
fi(A (x,J), (g’, y))=—fi ((xl), A* (g, u)) vGx..f)eD(A)
On mon<re se[un des raisonnements cYassiques [fi] les résu[ta’¿s suívants:
Proposition 1.4:
1. Si D (A) = A x Xt ahors A * es! férnié.









[. APLICATION A LA RESOLUTION D’UN PROBLEME MELE
ASSOCIE A L’EQUATION DE HELMHOLTZ ¿X+kt 1 DANS 3U:
A. Un exemp[e d’opérateurs adioints pour un produit symp[eetique:
Soi’¿ fi un ouver’¿ borné connexe de. W dun’¿ [a brontiére F est
[ipschi<zLennee< <e[ que fl½=3V/f2soitcunnexe. On note H<’>(F) [‘espacede
trace elassique de dual H—1’2(U). [L.M] [N].
Qn note E, la solu’¿iun ¿léntaire de [‘upérateur A + k2 1 qui vérifie E, = O (—)
r
¡---oc aínsi que [a condi<iun de Summerfe[d sor’¿an’¿e ([DL] chap. 1[ p. 756,
OEA
Á0(hi)chap. X[B p. 681) ±ik E ¡—oc.dr
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En suivant [es nulatiuns de M. Cessena’¿ [1] un intruduit [es upérateurs
suívants. suus réserve d’exis’¿eííce. oú u désigne la nurma[e unitaire en un
puint de 1’:
— L, (ce): e — l~t (ci) (14 cíO) E, (z —u) dy (í’))
q — .1,, (c¡): 1’—.1, (ch (z) = 2f~ ¿u O E, (<0)
0w (;—í) o/y
c—K, (y): e u — v (y) (z) = —2j~ y (í) a/SL (z—í) o/y
0— R, (y): F —8, (y) (z) = 4 y (u) 02¼OwOsj (z —u) o/y (‘))
( K, 2L,
e’¿ oh pose 5= ¡
2 8>, ir)
un a [e résuYtat (uú un tíégYige á présent l’Lndice k):
Proposítion 11.1:
([&[¡ page ¡58) Paur 1’ lipschiízienne, 5 es, ¿tnc’ app/icc¡íion cte
fl 1 2 ( [‘) x FI — 2(F) ¿taus hui—u;éu,e, les appli¿asians — (1±s~> ~ Y — /±5)
so;ti des pro ve<ieurs t>~ 52 = 2 2
Notation: On intrudui< [‘application
.1: IV 2([’)xII—< 2(l’). ll—<2([’)x í112(Jj’)
(y. q)—í(y, q)+(q,y)
Proposílion 11.2:
Si oa ¡luanil H 2(1’) x fi —1 2 ( U) ¿itt praduii sI•nuphectiqUe (D& 1. 1), ahors
í•itzp/c’
hact/oust 5 clic/tic cte — (¡+5) esí J( — (—1<5)). (Rc’sp. — (—1±S)¿‘sí2 2 2
J(— (1+5)).
2
tJ,u¿’ tu <e/luía/e 1 uiégrale di’ /it>; ul /2/e. ,lpp/u4/ii>?) ttíi It?!> /Oí iii? 0/ 1) 1 ela.yiui/ é 269
Démonstration:
1. A <uu< ~, q) EH1 2([’)x II < 2(F) un assueLe [e prub[éníe de
an sm 155 tun:




oú [ ] désigne le sau’¿ [u] = u~,> — ‘r’ sau< de it sur 1’
Bu Bu . Bu Bu1 1= mt— — ext=sau< de —On Oit Bit oit
A[urs [(‘1] U L~ * (q5~+div (ipní5
1)) ([Y.[)
O E,
ou encore íd.v) =j~ qQ>) ¼(x —y) cty O’)—jj <p (í’) y— Gv—y) 1v O’) -v e II u 11’,
[NI] e’¿ un a it~«E U1 (fi) u x
0e W~ (fi».
( Bu .~[ ( Bu
On JJ=—(J±SHq’,t/): u. ~> Y— ‘2 On 2 SH9,cfl.
2. A tout ~, q) ~ q1) un assocíe respectivement u et vcurnme en 1. puis
un u<LlLse [a formu[e de Oreen:
Bu04> (4)Xu+ k
2u) v—OXv+ ktv) it) cLx=f¡.( v~ w j—u¡ iv.
un fait de ménie dans fi’ ce qui dunne:
I~.{ (y; Bu ¡~y e’—~>j¡ ~ií¡ 2L ~ j ¿[y =0. d ‘oú u<i déduít
Bit Osí Otj Oit ,u
1’ (vj 2-Y- — 2!!. j iv]) o/y =fí(v,[ SÉ — .~-~)~.
8 ((~, Bu 0v [v])’I B(((IIU] ]‘) 1’ A soit:~ ~ ~ ~V >~=— ~ Bit “‘ Bu
8(1 (t+S)«p. q). (c¡’í’9í))= —8«q, q), J( 2 (—¡±S)<9,ch
1)))
3. L’au’¿re relatiun se montre de niéme bacon.
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B. App[ication á la résoYution d’un probYénie aux Yiniites pour Y’équation de
HelnihoYtz:
On a vn an ‘¿hécréme 1.5 que si un a un opérateur A linéaire non borné de
Ax A’ dans Xx A’, iY exis’¿e des hyputhéses pour [esque[es R(A) = N(A ~
Qn va muntrer, <c<, un exemp[e d’u’¿ilisa’¿iun de [‘upérateur ‘¿ransposé, ainsi
que R(A)=(N(A*))~I~ sans puuvoir app[iquer directement Ye théoréme [.5.
La résu[ution d’un probléme aux 1im~tes assucié á 1’équatiun de Helmhu[tz
peut se ramener á résuudre un prob[éme de <ransmission dans des suus-
espaces de fl< 2(1’) x H 2(1’) Plus précisémcnt, un envisage [e prob[éme
mé[é intérjeur:
— suLent 1’~ et 1’, deux suus-ensemb[es ouverts de 1’ vérifiant:
F=F~uFX,= [‘<uF, [‘~nF2=® 14F1)xp([’2)#O.
— On cherche it eH< (11) solution du prubléme
Au±k-
2u=O dans =1P.M.J. ~ urFju,
u,>=Tr 13úrrí [J,>efI<(fl). geHít(F
2).
On [uLassocie [e probYéme de transmLssion:
<ruuver y eH,>’ (It) = ~ eH 2 (F)¡y~() sur U,
qe U—’ ‘(U,) (pro[ongemeffi nu[ de q á U appar<ient á JI—l?2(f))
P.T.Y.
véribian<:
(I±S)(q,P) \ III ‘(lj)x F1l2(F,)=(¿í1 g).
2
Si (y, q) est sufutiun de P.T.[., a[urs
~¡= E~,* (q& ~± div (y,
8 1)) Lo




2(1’<)xH—í ‘(1’,), ¿¡~= Tr (~~) ¡\ ~ U,>¿ ¡‘¡1(0). ahors un a
equivcdeit~e enuie hes cheux pro>piéíés suivaníes:
íJ,ue uuuéthode inzéguale de fta,utiére. AppIi~atia¡u a;’ Lapla<i;’n e; ó 1 éIas¡i<iíé 27 ¡
i) (~p q)eHíí2([~ ) x FI 2(i~i) sotution de:00
1
— (I+S4p, q)=(u





ji) B((u<>, g), (qíópí))=O
v(’r, Qí) H¿<2(F’~) x 1-z’<’2(F~) sohuíioit de:




1. On obtien< le méme résuYta’¿ en échangean’¿ (¡±5)et -~- (—I±S)
(prubkme mé[é extérLeur).
2. Qn peut ¿tudier par la méme méthude te prob[émc de Dirichte’¿
(Neumann) intéricur (extérLeur); [eprub[éme de Neurnann extérieur est étudLé
dans Dau<ray-Lions ([DL] chap. [.B p. 684).
La démons<rat¡un du théuréme s’appuLe sur trois [emmes
Lemme, 11.4:
Soil U ouverí borné connexe de 3V, 11’— 3V/II connexe, de bord F
tipschiizien: ~ ci ‘2 deux sous-ensernbhes cuverís de E, f=lTu F2= ~‘<ul,
En F2=0 g(F1) el
Ahors Au-i-Á-
2u—O dans fi’ u=O sur U
Bu Bu
(resp. y =0 sur U; ¿¡=0 ~‘1 a
7 =Osur 1~, ayee UE WtWO’) u=0(—)
5-
Bu (0
y +iku(r)—O y-~j r—oc adsneí paur unique so/u/ion u~0
Démonstration:
[. Dans le cas Dirich[et ou Neumaun ccci est un résu[tat énoncé dans
Dautray-Liuns (¡jl).L] chap. [ p. 759, chap. X[B p. 68Y).
2. Dans le cas mélé une démarche ana¡ugue conduit au résu[tat.
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Lemme ¡[.5:
Sosís hc’s hvpoíh¿’ses o/u lenurnc’ 11.4, on a équivatence entre hes cteu.v
jno¡’n ¡eles:
i) 42 valeur propio dii probíhne
Su + /.2;¡ = O claíss O
BU
u=O l~ j— =0 rt (tic H< (O)).
ji) (<p<. c~)~ F140
2 (F~)x fll 2(1’) .vohui¡oit o/e
2
tii)e h>/uv (s~ ci) = (u. -~——-—) pata ¡.i vahetír propre ¿tít prob/eitu’ i).
DémonstralLon: i) ~. ji)
Si A2 est va[eur propre a[urs LI exLste u~() su[u’¿ion de
Au-sh~2u—O 1)
u=0 sur ~‘1 ~===~ sur 1’,
Bn
Soi’¿ y solutiun de Av±A-2v’~O =1’
v=O sur [‘~ Ox’ sur
d’aprés [e Iemme [.6 un a v~0
A[ors <<‘=i¡X,í + ~ í’bifle =vi’±Áhi’— fluí)
[w]=yí~0 Sur F
1 Bit =q<~() sur 12.
uú ~ e HJ
2([’í). q< e fl<2 (F>) et cumme v~0
un a ( ¡ 5fl¿<p cíí)=(O, O) daus ¡‘j1 2(l’,)xiI—l 2([’~)
2
ji) ~i)
Si un a (~<, q~)#(O, O), a[urs
jt= 1E,* (*p< ¡t8 ±dLvQp< ¡¡6 ~))vérifie
iIu,e / iuéth¿s/e ‘ti teivale cíe ¡>c> /1/ ¡¿‘<e. A pp/ii asia/u ¿ni i.a¡’ Puje, í cl h 1 ‘éla,<tu <te 273
¡Xu±k2u=Odans fi’ u=0 sur ~2 Bu —O surBit
maLs d’aprés le Yemme [.4 u~O.
A[ors u,= [u] =~ nu[ sur I’~ et non = O
Bu Bu nuY sur ~2 nun~0
et ¿Xu+hc2u—O fi
it = o sur — O sur 1’, adme< une sulu<iun non ~O d’uú /2 es< vaYeur
propre du prub¡étne mélé in<érieur.
Lemme [1.6:
Pasa que le pro/>le»ie m&lé uniérmeur nc/niel le des solut¡ons ayee (ti,>. i~)
donnés. it/huí es ih su//ii que los; ah: fi ((u
1>. g), (q1, sor<))=O
y(q.qí)e 11-1
2(F
2)x 11 ~ (~‘~) sc>hui ion dc’ 2 /~
5)~Yí, q<)z(O0)
¿taus ¡(L 2([’)x H 12(1’)
Démonstrat¡on:
Puur que le prubYéme mélé adníette des sulutions puur (¡t«, g) — B((;í<>. g).
0v’ ~ y’ va[etír prupre du prub[éme mélé intérieur.
Bit (y’, ~y
Or, d’aprés le Iemííie [Y.5 Ov~ q)¿ ¡¡‘2 ([‘
1)x 11—1 ~(it) solution
de - (—I+S)(’p1. qí)=(O. O).
2
Démunstration 4 théoréme 11.3:
1. Trouver (y, q) e FI<]<
2 (Fjx Ffrí¿>(I’
2) so[u’¿ion du prub[énie
1 (I+S) (y, q) = (u,>, g) daus ¡‘qL 2 (1’~) x fl<2 (~‘2) revien’¿ á ‘¿ruuver (so. q) te[s
2
¿~u + hx
2u—O flu =1’ [u]— Bu Buque ~ Bit ]= q u
5= u,> sur F1, Bit =g sur
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2. On salt que Ye prob[éme mé[é Lntérieur adme< des so[utions si e’¿
seulement si B((u,>. g),(q<so)fl~O. (so, q1) défLnLs aux [emmes 11.5 et [.6; si
cet<e cundition es’¿ véribiée, L[ exLs<e u soYution de
Au -4- Pu — O ti
it = it<> F,; Bu —
On




v= u sur E
2 ~2iL—~?!= surE
dii — dii
a[urs u’ = u x 11~~ x11 vérifie le prob[éme de transm<ss<un cherché ayee
[w]=so~O sur E2 [O ]=qr0 sur
ainsi que (1±5)(so, q) = (u0, g) sur ¡“1 ‘i
2([’) x ¡¡‘<¿2(1~?)
2
¡[1. Une app[icat¡on á l’éYast¡e¡té dans 3M:
Suit fi un ouvert burné connexe de 3M. fi’ —3V/fi connexe, de burd E
lLpschítzíen.
On nu’¿e A [‘opérateur de [‘é[as’¿ici’¿é[IJUL] [K Y]; un néglige les nu<a<iuns
vec<urie[es, x E fi Id fi’— u (x) ¿
A (u)= —~Au—(A+g) grad div (u),
uú A e< pz>O désLgnent les cuebficien<s de Lamé.
On note T [‘opérateur de dérLvatiun au bord
7(u)= 2g Bu + An div u + p(n A Ro’¿ u).
O,;
A cet upérateur de dérivation, un associe une forme bilinéaire cuntinue
cuercive sur (Hl (fl)~ gráce á l’inégali’¿é de Kurn ([DUL] p. Y07) (resp. sur
(W< (fi’))3 d’aprés une pruprié’¿e mun’¿rée par (lLroire ([DL] chap. X[B p.
689>.
Qn a ainsi [estrhéurémes de <race:
Cine nuéihocle inségrale <le frantiére. Appli<ahon alt Laplacien et ñ l~lasg,<ae 275
Si UE (111 <fi))3 u ¡‘~ e (Hl 12(F))3 (resp. ( fl11 (fi’))>)
si Au=fe(L2(fi)V ue(Hl(fi))< alors 7Ju)e(H<2(fi)~ [C2]
(resp. fi’).
Aussi peut-on reprendre tout ce qui été bait pour [e Lap[acien, en uti[Lsant une
ma’¿rice de so[ution é[émentaire de [‘opérateur de [‘élasticité, ainsL que [a
bormule de Be’¿ti.
Formule de Betti: puur u et y régu[iéres:
~ T(v)—v- T(u))dy.
Soit E, matrice de solutLons ¿lémentaires de —A ±k21,un note 4 [a matrice
transposée de T(E
1) [KY].
A[ors pour so e (H’1
2(E))> qe (H1¿2 (E))3
u(x)=f





Comme dans le cas du Laplacien, un introduit les opérateurs:
qe(H<’2(E))3— L,(q) (ze E— L
1q(z)=fl. E~ (z—y)(q~v)) dy(y))
q E (H l<
2(F))> —- .4(q) <z e E — i~q(z) = 2f
1. 7? E~(z—y) (q (iv)) ¿¡y ti))
soe(H
1¡2(E)V— K,(so) (ze E— K,so(z)=—2f~ E, (z—y)(so(y))dy(y))
soe(H1’2(Efl3— R,(so) (ze E— R,so(z)=— 71ff 4 (z—v) (so (y»d-’y (iv))




1. Tu¡)={(I+S) (so. q); (u,,. <7 2 q).
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Propriétés:
L est autu-adjoin’¿ (H12(E))3 —(FI ‘2(E))3
R est au<o—adjoint (H’~<1’))~—(H1 2(E))3
—K est [‘adjuLntde J(—i de M dualité (I-i<2(E~—--(I-1 V2(F)V
de plus 1 (1+ 5) et 1 <—1±5) sant des pruyecteurs et 52 = L2 2
De la furrnu[e de Betti, un déduL< ¡‘analogne de la proposLtion YI.2.
Proposition 111.1:
t. S¡ on njunuí (11’ 2(E))3x (H’ 2(E))3 ¿¡u produit syrnptec¡íque: ators
hsct¡ounu svrnp/ecUque de 4(1±5) esí J(4 (—I±S)) (resp. -4- (—1±5)
2
Qn va hab/ir he théorérne suivaní:
Théoréme 111.2:
Sous hes itipothéses précéden íes on a équivatence entre hes propriésés
su;vanies:
i) V u« E(H’ 2(F))3 it existe sodH’2(F)Y so/ution de
2
u) 8((u,>, 0), (q, O)) = O ~ q~ (11—1 2(E))>) su[ution de
— (—I±J)(q)=O (ide (11< 2(E)V).
2
Démonstration:
1. Truuver de 1) revLent á résoudre le prubYéme
P.D.l. f —Au+k2u—O Kl
( u=u
0 sur 1’
sous forme d’un putentiel de doub[e cuuche. ¿t=
Une ,uuétluacle in¡ég’rale cíe /irrntji’r¿’. .4palhaiiauí cia Laplaíieuu es ó 1 élasti<ité 277
Or un saLt que [e prub[éme de Dirichlet in’¿érieur admet une so[ution si e’¿
seulement si on a:
fi ((un, O), (Tv, 0))=O puur tuut y va[eur propre du prob[éme de DirLch[et
<ntérieur. On obtien’¿ [e résu[tat en suivant le raisunnemen’¿ fai’¿ pour
démontrer [e ‘¿héuréme [.3.
2. On a besoin de [‘unicité de la solution du prob[éme de Dirich[et extéricur.






/o ¿o2p + A
Lemme 111.3: [N2]
fi’—3V/fi connexe (fi bonné) E hipschi¡zienne. ators
—Au-4-hc2u—O fi’
ti = O
u e (H~ (fi’))3, vérifianí hes condiiiosts de radiation, admeípour seuheso/u/ion
le so/u/ion nulle.
Lemme 111.4:
A veo he méme choix de fi, on a équiva/ence estire les cteux propriélés:
¡) /o2 vateur propre du probtéme
—A(u)±k2u=0 fi ue(H’(KI))3
u = O
ji) qE (11’ 2(E))3 sotusion de — (— 1±J) (q) = O2
cte plus q = 7’ ( o) pour íouí y vaheur propre cte i).
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Le [emrne [1.4 se démuntre de meme l4un que [e Iemme [.5. Puis de el de
ji) du lemme [¡.4. un déduit le théoréme.
[Y. COMPLEMENTS:
Qn peu< ‘¿rai<er de la ménie faqun 4 (1±Kfl~)= it,,. 4 (—¡-4 Kfl~)= It1>;
1 (I+J)(q)=get (—1±J) (q)=g, ainsi que des prublémes mé[es. ‘¿ant puur
2
[‘opérateur de Laplace q tic puu r [‘upérateur de ¡ ‘é[astici’¿é.
Le leninie Il[.3 se dérnuntre dans [es différentes hypothéses [1.] (un <ruuve
2 (—I+J)(q>=g dans Dau<ray-[.Luns chap. Xl. B [Dl]). Qn ub<ien<
[‘aría[ugue des théorémes 11.3 et I[L2,
Qn pourra trouver Yes résul<a<s en détail ainsi que puur la dimensiun 2. et
;¡=3,dans [es publications rnathématiques de [3esanqun[14.
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